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Résumé—En vue d’applications & la commande optimale de systémes thermiques, on décrit une paroi
thermique linéaire par un systéme différentiel ordinaire de trés faible dimension, optimisé. L’optimisation
porte sur la matrice de transfert approchée associée au systéme pour les entrées et sorties en cause; la
représentation d’état réduite en est ensuite déduite. On montre que pour un nombre donné de poles de la
matrice de transfert réduite, la dimension minimale de la représentation d’état associée augmente avec le
nombre de sorties considérées. Ce n’est qu’en se restreignant a une certaine classe de matrices de transfert
réduites que 'on peut établir, pour un systéme multisortie, une représentation d’état de dimension égale au
nombre de poles.

1. INTRODUCTION

CET ARTICLE se situe dans le cadre d’une étude plus vaste
visant la description simplifi¢e du comportement
dynamique de certains systémes thermiques—c’est &
dire de systémes dont I’état est un ensemble de
températures—en vue d’aborder le probléme de la
commande optimale de tels systémes. Les systémes
envisagés sont constitués par des parois thermiques
linéaires couplées par convection ou rayonnement. En
pratique, de tels systémes décrivent par exemple un
batiment ou certains fours ou échangeurs. Les
commandes portent soit sur des termes de couplage
(debits massiques par exemple), soit sur des termes
sources, soit sur certaines températures. Typiquement
les problémes de commande optimale que I'on
rencontre consistent a établir 'expression de ces
grandeurs de commande en fonction du temps (boucle
ouverte) ou en fonction de certaines sorties du systéme
(boucle fermée), de maniére a optimiser un critére de
fonctionnement plus ou moins complexe.

D’un point de vue trés général, le probléme de la
commande d’un systéme thermique peut étre soumis a
deux approches différentes.

D’une part, des études théoriques rigoureuses
traitent directement du controle optimal des équations
aux derivées partielles décrivant les transferts de
chaleur [1-5].

D’autre part, en pratique, lasolution de problémes de
commande optimale sur des systémes réels fait appel a
des méthodes d’approximation, souvent trés lourdes et
dont les justifications ne sont pas toujours faciles a
établir [1]: il s’agit par exemple de méthodes de
troncature [6, 7] ou, dans les cas linéaires, de
I'utilisation de fonctions de transfert rationnelles
approchées [8, 9]. C'est a cette toute derniére catégorie
d’approximation, limitée aux cas linéaires, que nous
nous intéressons dans cet article.

Si les entrées et les sorties du systémes sont les
vecteurs U () et O(t) respectivement, de transformées de

Laplace U(p) et ®(p), la matrice de transfert s#(p)
caractérisant le systéme est telle que

®(p) = # ()0 (p). ¢y

Les poles de s#(p) définissent les modes propres du
systéme. Dans le cas d’un systéme a paramétres
distribués, #(p) présente un nombre infini de poles.
Réduire un tel systéme consistera a établir une nouvelle
matrice de transfert H(p) ne présentant qu'un nombre
fini de péles choisis de maniére a approcher au mieux
H#(p) [10, 11]. Il est certain que les critéres utilisés pour
cette optimisation dépendent du problémeenvisagé. En
particulier la connaissance du type d’entrées usuelles
auxquelles est soumis le systéme ainsi que du domaine
defréquence dans lequel nous utilisons la sortie influent
fortement sur leur définition.

D’autre part, le choix a priori de la dimension N du
systéme différentiel ordinaire approché résultera d’un
compromis: plus N est faible, plus la description du
systéme est, en général, erronnée ; mais plus N est faible,
moins la résolution du probléme de commande est
difficile.

Une fois la matrice de transfert H(p) établie, il reste,
pour étre 4 méme de résoudre un probléme de
commande optimale sur le systéme réduit caractérisé
par H(p), une deuxiéme étape a franchir : il faut établir
une réalisation, de préférence minimale [12], du
systtme. Il s’agit d’associer & H(p) un systéme
différentiel du type
T(@t) = AT(t) + BU(t)} 5
O(t) = CT(t)+ DU() @

ou T'(t)estle vecteur d’état et T'(t) sa dérivée temporelle.
A, B, C, D sont des matrices caractérisant le systéme.
Une réalisation de la relation d’entrée-sortie (1) est dite
minimale si la dimension du vecteur T(¢) est la plus
faible possible.

Notre intérét spécifique dans cet article est I’étab-
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approchée
Hi(p), H.(p) éléments de H(p)

H(p) matrice de transfert 2 x 2 non
rationnelle caractérisant le systéme

H(p), #.(p) €léments de 3¢ (p)

k conductivité de la paroi

K(p) matrice de transfert 1 x 2 rationnelle
approchée

[ épaisseur de la paroi

N dimension de la représentation d’état
du systéme

N distance entre les maxima de R.(7) et
R (7).

P poles de s#(p).

r, ro(r*, r§) résistances du filtre passe-bas
équivalent, dimensionnées
(adimensionnées).

Re(p) partie réelle de p.

R.(1), Ry(r) réponses percussionnelles du filtre
défini par H(p).

NOMENCLATURE

a diffusivite R matrice des résidus correspondant au
A rapport du maximum de R, (1) au pole p; dans H(p).

maximum de £,(z). R.(1), B;(1) réponses percussionnelles du filtre
C(C*)  capacités du filtre passe-bas défini par J#(p).

équivalent, dimensionnées S; matrice des résidus correspondant au

(adimensionnées). pole p; dans K(p).
T rapport du retard de la réponse t temps dimensionné

percussionnelle approchée a celui de T température

la réponse percussionnelle exacte. U vecteur d’entrée adimensionné du
H(p) matrice de transfert 2 x 2 rationnelle systéme

Ui(®), U(t) composantes de U(%)
O(p) transformée de la Laplace de U(z)

X coordonnée d’espace, dimensionnée
X =x/l
Z, z€ros de #(p).

Symbols grecs
oi(t), o.(t) flux de chaleur sur les faces i et e.

D(¢) vecteur de sortie adimensionné du
systéme

@,(1), ©.(t) composantes de D(t);

R Dy)1) = l(pi(e)(t)/EAT

(p) transformée de la Laplace du ®(t)

&, (p) approximation de ®(p).

0 température adimensionnée, T/AT

AT composante de fréquence nulle de
’écart en température entre les deux
faces de la paroi

1 temps adimensionné, atl~?

lissement de représentations d’état minimale 4 un
nombre trés faible de dimensions: Nous limitons a
priori N 4 quelques unités. Les méthodes de troncature
et discrétisation appliquées directement aux équations
d’état et usuelles en thermique [1, 13-15] ne sont pas
adaptées; par contre, une description entrée-sortie du
systéme a réduire permet de mettre en évidence les
sorties qui sont importantes pour le probléme de
commande optimale envisagé et d’optimiser précisé-
ment ces sorties au détriment d’autres grandeurs qui
n’interviendront pas directement dans le probléme de
commande optimale Nous avons déja abordé ce
probléme dans un article précédent [16] :1a dimension
dela matrice de transfert d’une paroi thermique linéaire
monodimensionnelle avec conditions aux -limites
mixtes y est réduite a quelques unités par agrégation
linéaire (conservation des premiers pole et zéros) ou par
développement limité au voisinage de p = 0. Ces deux
méthodes, valables a basse fréquence, avaient été
choisies compte tenu des applications qui nous
intéressent 4 savoir en particulier le batiment soumis
aux perturbations climatiques fluctuantes [17].
Notre propos ici est de voir dans quelle mesure on
peut améliorer le systéme réduit, 4 nombre de

dimensions N donné, en optimisant le choix des poles et
des zéros du systéme réduit, plutdt que de les déduire
par les méthodes simples ci-dessus. Nous considérons
le cas d’'une parois thermique monodimensionnelle
linéaire avec les températures de surface en entrée et les
flux en sortie (Section 2). Le premier probléme consiste
a déterminer, suivant la dimension du vecteur sortie du
systéme, le nombre de degrés de liberté dont on dispose
pour 'optimisation, & N, nombre de dimension de la
réalisation minimale correspondante, donné a priori et
pour une forme a priori de la matrice de transfert
approchée (Section 3); en effet on peut envisager
certains systémes ou les flux sur les deux faces de la
paroi sont a considérer (sortie a deux dimensions) et
d’autres systémes ou seul le flux sur une face est a
prendre en compte (sortie d une dimension). On étudiera
d’abord le cas o N = 2 (Section 4) puis le cas ou N est
quelconque (Section 5). Ensuite, ce probléeme du
nombre de degrés de liberté de I'optimisation étant
résolu, on définira les critéres d’optimisation qui nous
améneront a optimiser les poles en premier lieu (Section
6) puis les zéros, s’ y a lieu, c’est a dire si le nombre de
degrés de liberté est suffisant pour que ces derniers ne
soient pas déterminés par les poles (Section 7).
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2. RAPPEL SUR LA MATRICE DE TRANSFERT
D’UNE PAROI THERMIQUE
MONODIMENSIONNELLE

On considére une paroi thermique linéaire mono-
dimensionnelle d’épaisseur [, soumise a des conditions
aux limites de Dirichlet. Les équations d’état de ce
systéme sont

20X, 1) _ 06X, 1)
8x? & 3)

6(0,7) = Ui(v), 0(1,7) = U.(v). “

On sait que, si 8(X, 7) vérifie (3) et (4) pour 7 =0, le
systéme linéaire défini par les équations d’état (3), (4)
peut étre décrit par la relation entrée-sortie suivante

o, +#, +# ][0 _ U;
[@] B [er +m] [U] =¥ [OJ’ )

ou U; et U, sont les transformées de Laplace
monolatérales (TL) définies par:

0, (p) = J me-w((v)i(r)—(v)xO)) di.  (©

() (o]
Les TL &,(p) et é.(p) sont définies de la méme maniére &
partir des flux de chaleur adimensionnés sur les deux
facesi et e de la paroi, @,(1) et ®,(7) (Fig. 2). Les valeurs

de @,(r) et ®.(r) pour = =0 sont consistantes avec
0(X,0). On a [16-18]:

#(p) = \/p/sinh/p Y

H(p) = —+/p/tanh/p (8)

Soient p; (se N) les poles de #.(p) et H#i(p), et z,
(g€ N) les zéros de 5#;(p) ; remarquons, car ce sera utile
dans la suite lors du choix des poles et des zéros de la
matrice réduite, que:

0>z, >p,>2,>P;> 23 > Py > Zysy > Pper >0

©)

3. REDUCTIONS A UN SYSTEME DIFFERENTIEL
DE FAIBLE DIMENSION

On s’intéressera ici 4 deux problémes de réduction
distincts. Le premier consiste a approcher les relations
(5), (7), par une matrice rationnelle H(p) telle que le
vecteur sortie O(p), & deux dimensions, qui est associé
par H(p) 4 une entrée quelconque U(p) appartenant i
I'ensemble des entrées possibles (vecteur a deux

o r o

L L

FiG. 1. Définitions des résistances et capacités d’un filtre passe-
bas symétrique d’ordre 2.

1 e
&; q)e
-—t ——>
0 1 X

F1G. 2. Paroi thermique monodimensionnelle étudiée.

dimensions), soit “aussi proche que possible” de &(p)
donné par (5) et (7). On a B(p) = H(p) U(p), soit encore

&(p)]_[H H[U;
[&)e(P)]_[He Hl:H:Ue]

Le deuxiéme probléme de réduction ne considére
qu’une sortie d une dimension, le flux sur une des faces.
Dans ce cas on cherchera donc 4 n’ approximer que &,,
donné par la premiére ligne de (5) a I'aide de:

39

& = [+H, +H.] [g] K@U, (1

€
sans imposer la symétrie présente dans (11). En effet
suivant le probléme pratique envisagg, le poids relatifs
de Pintérét porté aux deux composantes de la sortie
®,(t) et @ (¢) peut varier. Par exemple, dans le cas d’un
systéme de stockage par chaleur sensible échangeant
sur ces deux faces, une approximation satisfaisante
des deux sorties ®@;(¢) et ®.(¢) sera recherchée. Mais
si la charge et la décharge ont lieu sur la méme face
et que lautre face est isolée, il est clair que seule
I’approximation sur ®;(t) est a optimiser.

Nous centrerons, pour cette étude, notre intérét sur
les systémes réduits & deux pdles dont les fonctions de
transfert intervenant dans (11) ou (12) sont de la forme:

[ R i i 212
¢ (p-p)p—p) Y -p)—pr)
Les poles p, et p, et les paramétres a et f#, qui
déterminent les zéros z, et z, de H;, sont les quatre
inconnues a définir. La forme donnée a prioria H, et H;
dans (13) a été choisie par référence aux cas classiques
ou J, et #; sont réduites par agrégation linéaire ou
développement limité [16].
La stabilité du systéme réduit impose :

Re(p)) <0, Re(p, <O0.

D’autre part, le fait que R.(z)la TL inverse de H (p), soit
réelle entraine que:

(13)

soit p;,p,€R, soit p, = p%.

Nous réduirons le domaine des valeurs possibles de p,
et p, & R™ car le cas ou p, = p¥ introduit des
oscillations de R (z) et R;(1) qui n’existent pas dans les
réponses percussionnelles originales, pour lesquelles
p,eR™.

Concernant les zéros, le fait que R;(7),la TL inversede
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Z4
. Zo=

Zone de symetrie 2=P2

entre zq et zp

A2
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Z4=122

Ri (o}-n*?()o

-8 -7

FiG. 3. Domaine de variation autorisé pour z; < z;:

-6

z2

-2

-5 -4 -3 10

les zones teintées en gris sont interdites et la symétrie

zy > z, n’est pas considérée. Les zones autorisées sont Q et § de frontiére commune z, = p,. Dans le cas

particulier de la figure, p, = — 16, p, = —8. ——— courbes equi R{0);

courbes equi . Courbe

B = égalité des coefficients de e'" et ?** {les pOles et les zéros forment une division harmonique). Point @ =
filtre passe-bas symétrique (p; = ~16, p, = —8).

Hi(p), soit réelle entraine que si p,, p,eR ™ :

soit z;,z,eR, soit z, =z%.

On montre que les valeurs des deux résidus associés a
py et p, dans Pexpression de R;(t) varient strictement
dans les mémes domaines que 'on considére z,,z, € R
ouz, = z%.Onselimitera donc, comme dans la matrice
de transfert originale, 4 z,, z, € R.

De plus, pour ¢ strictement positif, on s'imposera R;{¢)
réelle positive comme dans le filtre thermique original.
Ceci entraine que nécessairement

soit P <2y <py<zp; zone Q
2, <py<py<z

soit LSPL=<P 2} zone S.
z1+z; > pytpa

Nous limiterons donc finalement le domaine de
variation de z, et z, a ces deux zones, Q et S, indiquées
sur la Fig. 3. Ceci permettra en particulier de situer
Papproximation par agrégation linéaire qui d’aprés (8)
et (9) appartient la zone Q. Par contre ceci exclut les
développements limités qui introduisent des zéros
complexes conjugués.

4. REALISATION SYMETRIQUE A DEUX POLES
ET DEUX DIMENSIONS D'UNE PAROI
THERMIQUE MONODIMENSIONNELLE

Nous montrons dans ce paragraphe que pour que la
réalisation minimale de H et H; définies par(13)dansle
cas d’un systéme symétrigue (11) ne présente que deux
dimensions, il faut que les zéros de H, soient définis a

partir des poles par des expressions que nous
préciserons. Nous montrons de plus que si ces
expressions sont vérifiées et si les poles sont réels et
négatifs, la réalisation minimale de H, et H; est
équivalente a un filtre passe-bas symétrique tel que
défini sur la Fig. 1.

Faisons donc ’hypothése qu’il existe, associée & (11),
(13), une représentation d’état a deux dimensions de la
forme:

= A8+ BU
o= C8+DU,} 4
ou le vecteur 8 est le vecteur d’état A deux dimensions;
A, B, C, D sont des matrices carrées 2 x 2.

Compte tenu de ’hypothése sur H, et H, faite en (13),
les valeurs propres de A sont p, et p,. Il existe donc une
matrice Q (J|Q|] = 1) telle que

0
0401 =P = (p‘ )
0 p;
Par transformation de Laplace de (14), ¢liminationde 8

et utilisation de (15), on obtient, en posant CQ ™! = €,
0B = %,

(15)

& = (@ pi—2) " '2+D)0. (16
Pour que (14) soit une représentation de (11) (13), il faut
que

Epl—P) 'B+D = (Hi H‘). an

He Hi

Soulignons que tout changement de base, normé ou
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non, pour le vecteur d’état 0,
8- 6*=Ww6, (18)

laisse invariante la relation (17) et donc que (17) définit
(14) 4 un changement de base prés.

Posons:

<@=(C‘ Cz>, (19)

C3 €4

b, b,
= 20
p (b3 b4), 0)

d, d,
D= . 21
@) a1

L’identification de la premiére ligne de (17) seule, (en
I'absence de symétrie) entraine:

a=d,

c2by = (B+ap,—p1)p./(P2—P1) (22)
¢1by = (B+ap; —p2)p1/(p1—D2)
dz = 0

23
cib, =—cyby = P1P2/(P1"Pz)-} @)

On voit que ces six relations permettent, pour «, 8, p;,
p, donnés quelconques, de définir les produits ¢y b,
¢1b,, ¢3bs, b, ainsi que d; et d,. Donc on peut
effectivement approximer la relation entrée-sortie non
symétrique(5’)par desfonctions de transfert dela forme
(13) quelconques, et le systéme différentiel correspon-
dant de dimensions minimales est d’ordre 2.

Si on impose de plus que les relations de symétrie
(identification de la deuxiéme ligne de (17)) soient
vérifiées, Pexamen des équations montre qu’il n’existe
une représentation d’ordre 2 que si les données
vérifient :

_ %, 2
P2—D1

, (24, 25)

P2—Pi

Si on introduit les zéros z, et z, de H;, (24) et (25)
s’écrivent encore:

Z‘} -2 {pl ¥ [py—po? +p%]“2}. 6)
2, 2 -
On voit donc que si I'on cherche une réalisation
minimale d’ordre deux associée aux relations (11), (13),
la symétrie du systéme impose de définir les zéros de H;
a partir des poles du systéme par la relation (26).

De plus, la symétrie entraine que:

D_aO
T\ af

£=<b1 *bl)’ @ = 2pp; B

27

et que

28
bz bZ P2—DP1 (28)

Par changement de base (18) pour le vecteur d’état 6,
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on peut écrire (14) dans la base ou # et ¥ sont

diagonales:
P1+p2 P2—Di
o i [ E R
" |p2—p1 PP 6% | 0 p2]LU.
2 2 >
-2 [ -2
P1 0 D1 0
®= P2—P o*— P2~ U
0 —2p, 0 —2p,
P2—D1 p2—P1]
29)

Si p, et p, sont réels négatifs et si p, < p,, on peut
poser

_ (2N bl
pi= C Ja & PT" ¢y

(30)
hy, >0, hy,>0, C>0.

Les équations (29), (30) sont les équations adimension-
nées d’un filtre passe-bas symétrique (Fig. 1) ou:

_ -t
ro = hoy
r =hg}

et dont la résistance et la capacité totales sont
respectivement les mémes que pour la paroi thermique
initiale.

On a donc montré que pour qu'’il existe une équation
d’état & deux dimensions associée a la relation entrée-
sortie symétrique (11), (13), il faut que les zéros soient
fonctions des poles suivant la relation (26) et que, de
plus si p, < p, < 0, cette équation d’état est celle d’'un
filtre passe-bas symétrique (Fig. 1). Les deux seules
inconnues définissant ce filtre dans ce cas sont les poles
p. et p, sur lesquels portera donc l'optimisation.
Notons que les quatres grandeurs (p,, p,, 2, 2,), reliées
par (26) vérifient I'inegalité caractéristique de la zone Q
de la Fig. 3 et, qui plus est, constituent une division
harmonique.

5. REALISATIONS MINIMALES DES MATRICES
DE TRANSFERT A k POLES. H(p) ET K(p)

Dans ce paragraphe, nous traitons maintenant le
probléme de la réalisation minimale des matrices H(p),
définie par (11),(13) ou K(p), définie par (12) (13) par une
meéthode qui permet I'extension de nos résultats a des
fonctions de transfert a k poles et k zéros :

k
II;II (—p) Ul (p—zp) '
Ho=GF—— H=-5—-—I1— @)
116-p) [1e-p """
=1 =1

Développons les matrices de transfert correspon-
dantes H*(p) en éléments simples R(i=1,...,k) et
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K*(p) en éléments simples S(i = 1,...,k). Les R, sont
des matrices 2 x 2 et les S; des matrices 1 x 2.

Onsait [19] qu’en généralsi une matricen x m, R, est
de rangr;, on peut la factoriser de la maniére suivante :

Ri = C;B;,

ou C; est une matrice n x r; et B; une matrice r; x m. De
plus on peut montrer [ 19, 20] que si les matrices R; sont
les résidus d’une matrice de tranfert H(p), a k poles, une
réalisation minimale de H(p), de la forme (14) est
obtenue en posant:
k
C=[C,C,...C;], matrice nx}, r

i=1

B,
B, . .
B= , matrice Y r;xm > (32)
. i=1
B,

k k
A = matrice de dimension < ¥ ri) x ( Y ri>.

i=1 i=1 /J

Dans le cas (11), (13) ou n = 2, m = 2 les matrices R;
sont en général de rang 2 4 moins qu’une relation entre
poles et zéros n’annule les déterminants ||R;|| des
résidus. Par conséquent C, et B;sont également de rang
2 et C et B donc des matrices 2x2k et 2kx2
respectivement. A sera alors une matrice 2k x 2k. Donc

si lon cherche a réduire le systéme (5) sous
une forme symétrique quelconque a k péles
et k zéros du méme type que (11), (13) le
systéme d'équations différentielles cor-
respondant est d’ordre 2k.

Par contre, si on ne s’intéresse qu’a une seule
composante de la sortie de la paroi thermique et qu’on
cherche donc a réaliser(12),(13)le rang des résidus S est
évidemment 1 et il en est de méme des matrices C; et B,
de factorisation. Par conséquent C est une matrice
1 x k ainsi que B". A est une matrice k x k. On a donc
dans ce cas, sans aucune hypothése a priori sur les poles
et les zéros du systémes réduit, obtenu une réalisation
minimale d’ordre k.

Dans le cas symétrique, la réduction du systéme a
P'ordre k impose les relations a priori

IRyl =0, [R.[|=0. (33)

On vérifie pour k = 2 quelarésolution des équations
(33) conduit a 1a méme relation (26) entre poéles et zéros
que celle obtenue au Section 4.

Toujours pour k = 2, cas auquel nous nous limit-
ons dans la suite, ces résultats nous permettent, pour
une réalisation minimale d’ordre 2, de hiérarchiser
Poptimisation des pdles et des zéros de H(p) et K(p). En
effet, 'optimisation des poles entraine celle de H.(p)
dans H(p) et K(p), et de H(p) dans H(p). Si de plus on
optimise les zéros au lieu de leur imposer larelation (26),
on optimise H,(p) dans K(p).

C. BENARD

6. OPTIMISATION DE LA LOCALISATION DES
POLES DU SYSTEME REDUIT

Pour l'optimisation de H, comme celle de H; nous
utilisons, comme critére, des distances entre leurs TL
inverses R (1) ou R,(7) et les réponses percusionnelles 4
approximer £.(t) ou #,(t) TL inverses de o, ou #,,
pour des temps 7 adimensionnés faibles :

502 (34)

Nous nous limitons aux temps faibles parce que £, (t)
et #;(7) tendent vers zéro pour les temps élevés d’une
part et que d’autre part nous avons déja assuré par la
normalisation des équations (13) que

j "R de=— r R(x) dr = 1(H,(0) = — H(0)

0 [}

de méme que d’aprés (7)

J‘w R (r)dr = — J‘w Ri(r)dr = 1.
0

(4]

(Remarquons que R;(t) et #(t), positives pour ¢
strictement positif, présentent des singularités néga-
tives en ¢ = 0, ce qui expliquent les relations intégrales
ci dessus).

A.(7) a I'allure montrée sur la Fig. 4 et présente un
maximum

M (1) =~ 59
™ =~ 0,09,

R.(7) présente par définition [cf. (13)] un maximum

pour

Al(e0) = D erramerryy

1~ P2

pour Ta

P1—P2 21

Une bonne approximation de %,(z) 4 temps faibles
consistera & bien situer le maximum. On pourra
s’attacher
@ soit a la position de I’abscisse: critére t,/ty =7

voisin de 1
@ soitdla valeur de ’ordonnée: critére A.(z )/ M.(Ty)

= A voisin de 1

T Re (D) Re (D)

|
’ , !
St / AN
- S
SR BN
Yayd A
a4 i RN
Y/ o T
A .
0 002 0.09 0.2 T
FiG. 4. Allure des courbes #.(t) (traits pleins et R (1) (traits
discontinus).
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FiG.5.Optimisationde p, < p, < 0:comportementde R (t). Courbes deniveau:———-—— A—-—T ;—
N ;—————C* =(,5. Points: @ passe-bas symétrique r§ = r* = 1/3, C* = 1/2; @ passe-bas symétrique
r¢=1irr=1C*=

1/2; ® passe-bas symétrique obtenu par agrégation linéaire; @ zone optimale (p, =

—18, p, = — 10).

@ soit a la distance entre les deux maxima:
critére A~ = \ﬂl —-7)*+(1—A)? minimum.

On voit sur la Fig. S que lorsqu’on augmente 5~
jusqu’a une valeur voisine de 1 c’est au détriment de A
(pour 7 =~ 1,0,5 < A <0,7) et réciproquement (pour
A =~ 1,0,55 < € < 0,7). Le paramétre déterminant qui
permet de privilégier A ou I est (p,+p,) comme on le
voitsur la Fig. 5. L’allure de R.(7) pour ces cas extrémes
est donnée sur la Fig. 4. Ils correspondent a des normes
du méme ordre non minimisées. On constate (Fig. 5)
qu’on peut réduire cette derniére en se situant entre ces
deux cas extrémes et en diminuant (p, —p,). La Fig. 5
montre qu’ence qui concerne %, (t)larégion optimale se
situe grosso-modo entre les bornes suivantes

—24
p: < 10.

~34<p,+p, S

0sp— ©9

Notons que 'on n’a pas intérét pour des raisons
numériques a s’approcher trop prét de la limite p, = p,
(’égalité est exclue dans la position du probléme) car on
tend a décrire R.(7) par la différence de deux termes
voisins trés grands.

Quelques points particuliérement intéressants ont
été indiqués sue la Fig. 5. Les point @ et @
correspondent aux schémas usuels de réduction passe-
bas symétrique. En introduisant les résistances
adimensionnées r* = rk/l et capacités adimensionnés
C* = C x a/kl on peut caractériser ces points par:

Or§=r*= C*=14

@rs=1r* c

1
3

=1
— 4

=

Ces deux points conservent la capacité du filtre a

approximer, de méme que (Fig. 5) I’ensemble des points
vérifiant C* = 4, c’est 4 dire

2P1
Pz(Pz

On voit que le point @ donne une meilleure
approximation de #.(t) que le point @.

Le point ®, qui ne vérifie pas la propriété (36),
correspond a I'approximation par agrégation linéaire
(conservation des deux premiers poles); il a de
mauvaises performances en ce qui concerne A" et 7.

Pour préciser 'optimisation de p, et p, dans le cas
symétrique, on doit maintenant examiner I'incidence de
D, €t p, sur Ri(1). La courbe 2,(z) a approcher décroit
trés rapidement de + o0 & ~9,5 lorsque T croitde 0 a
0,1. Une bonne approximation de %;(r) 4 temps faible
maximisera R;(0") et situera

*

=0,5. (36)

—p1)

_R@O1
95
au voisinage de 1.

On voit sur la Fig. 6 que la région optimale définie
pour &, (1) doit se restreindre autour du point @ pour
satisfaire au mieux les critéres sur ,(7): ceci
correspond & p;, = —/8, p, = —10. Le point @ (p, =
—18, p, = —10) est caractérisé par

C*=045 et r*=p,/p, =0,55.
Il est globalement meilleur que le point @ pour les

temps faibles, sauf en ce qui concerne le critére = 1.
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F1G. 6. Optimisationde p, < p, < 0:comportement de Ri(t). Courbes: ————courbesequis; courbes

equi R;(0). Points ®-@ : voir Fig. 5.

7. OPTIMISATION DE LA POSITION DES ZEROS
DANS LE CAS NON SYMETRIQUE

Nous allons maintenant considérer le cas non
symeétrique ou les zéros ne sont pas reliés aux poles par
la relation (26) et ou, & poles et donc 4 H, donnés, on
peut optimiser H; en jouant indépendamment sur les
Zéros.

On remarque que H, est beaucoup plus sensible 4 la
variation des zéros que des poles, lorsque ceux-ci sont
maintenus dans la région d’optimisation de H, tandis
que P'on fait varier z, et z, dans les zones Q et S
autorisées. Onadoncfixéicip, = —16,p, = —8,cequi
correspond a Papproximation symétrique classique du

75¢

point @, la différence des résultats avec le point @ (p,
= —18, p, = —10) étant faible en ce qui concerne les
positions optimales de z, et z,.

On a utilisé pour I'optimisation de H; les mémes
critéres s et Ri(0*) que dans le cas symétrique. On
constate sur la Fig. 3 que pour

z; <z, <0,

on a intérét 4 augmenter z, jusqu'au voisinage de la
limitez, = p,,d’unepartetqued’autre part,az, donné,
la décroissance de z, fait passer d’une approximation
acceptable (point I) pour 7 compris entre O et 0,1 4 des
approximation de moins et moins bonnes, surtout dans
le domaine 0 < 7 < 0,05 (points II et III) comme le

R; (T)

0 0.1 0.2

F1G. 7. Ri(r)pourlespoints -1V, @ : — — —I;}————

0.3 0.4

I M m = — IV + — + — @;

— A7)
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y, (M, v, (O

A

Y2 (1), Y2 (D)

13

0 041 0.2
F1G. 8. Réponse a une entrée en créneau de largeur 7 = 0,05 et de hauteur 1/0,05 (respectivement de

largeur © = 0,2 et de hauteur 1/0,2): y,(t), réponse de la paroi thermique

o))
prochés. — — — point I; — + — + — point 2.

montre la Fig. 7:
I z,=-87 z,=-2]75
I z,=-87 z,=-315
Iz, =-—87 z,=-380

On donne également, sur la Fig. 7, Ry(t) corres-
pondant au filtre symétrique @ : on voit que pour les
temps faibles

75005

le point I est une bien meilleure approximation que le
filtresymeétrique @. Par contre pour:0,05 < 7 < 0,181
point @ donne une meilleur approximation. Pour ¢
grand, le point I est 4 nouveau nettement meilleur que le
point @. Ceci nous améneici 4 confirmer nos critére sur
R(7) [+ et R(0*)] par un critére intégral. Plus
précisément nous avons comparé les réponses de la
paroiréelle, du filtre a deux dimensions non symétrique
représenté par le point I, et du filtre 2 deux dimensions
symétriquereprésenté par le point @ pour deux entrées
en créneau d’intégrale 1 et de largeur respectives t =
0,05 et T = 0,2. Les résultats montrés sur les courbes
de la Fig. 8 confirment que le point I approxime le flux
émis sur une face de la paroi thermique de maniére
beaucoup plus satisfaisante que le point @.

8. CONCLUSION

Les résultats précédents mettent en évidence que les
méthodes d’agrégation linéaire classiques sont assez
mal adaptées a la réduction des systémes thermiques a
un nombre tres faible de dimensions: ceci est surtout
sensible sur H, qui décrit la transmission de la chaleur a
travers la paroi thermique.

Ces résultats montrent de plus que dans le cas d’une
approximation symétrique concernant les deux

0.3 0.4 0.5

. Y,(z), réponse des filtres ap-
2

composantes de la sortie, 'approximation classique
issue d’un schéma de discrétisation réduit a deux
noeuds est relativement bonne bien qu’on puisse
P’améliorer en jouant légérement sur les résistances et
les capacités du filtre passe-bas symétrique:

C* = 0,45 au lieu de 0,50
r* = 0,55 au lieu de 0,50.

C’est dans le cas ou l'on ne s’intéresse qu’a une seule
composante du flux de sortie ( flux sur une seule face) que
les gains obtenus par une optimisation sont les plus
considérables ; on peut en effet envisager de suivre #(1)
aux temps faibles de maniére beaucoup plus précise que
dans le cas symétrique en situant les zéros et les poles
approximativement de la maniére suivante:

po=-—16, z;, =-87, p,=—8, z,=-275

Ces résultats peuvent s’étendre & d’autres conditions
aux limites, c’est a4 dire 4 d’autres variables d’entrée
(températures extérieures ou flux par exemple) et
éventuellement d’autres variables de sorties: on doit &
nouveau procéder d une optimisation semblable 4 celle
que nous avons présentée ici pour ces différents cas.

Dans le prolongement de ce travail, nous
envisageons I'application de ces méthodes d’optimis-
ation avec perte de symétrie pour des systémes plus
complexes tels que par exemple une piéce d’habitat
décrite par un ensemble de parois couplées
linéairement.
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OPTIMIZATION OF THE REDUCED REPRESENTATION OF A THERMAL WALL

Abstract— The description of a linear thermal wall by a very low order set of ordinary differential equations is

optimized with a view to optimal control of thermal systems. The optimization problem deals with the reduced

transfer matrix corresponding to inputs and outputs of interest, the optimal reduced state representation being

deduced from the transfer matrix. For a given number of eigenmodes of the reduced system, the dimension of

the minimum state representation is shown to increase with the number of considered outputs. A restricted

class of reduced transfer matrices is defined which allows the dimension of the state representation of a
multioutput system to be equal to the number of eigenmodes.

OPTIMIERUNG DER REDUZIERTEN DARSTELLUNG EINER THERMISCHEN WAND

Zusammenfassung—Die Beschreibung einer linearen thermischen Wand mit einem Satz gewdhnlicher
Differentialgleichungen von sehr niedriger Ordnung wird im Hinblick auf eine optimale Regelung
des thermischen Systems optimiert. Das Optimierungsproblem befaBt sich mit der reduzierten
Ubertragungsmatrix entsprechend den interessierenden Eingangs- und AusgangsgroBen. Aus der
Ubertragungsmatrix wird der optimale reduzierte Zustand abgeleitet. Fiir eine vorgegebene Anzahl von
Eigenschwingungen des reduzierten Systems zeigt sich, daB die Dimension der Darstellung minimaler
Zustinde mit der Zahl der betrachteten AusgangsgroBen zunimmt. Es wird eine beschrinkte Klasse
reduzierter Ubertragungs-Matrizen definiert, bei welchen es méglich ist, daB die Dimension der Zustands-
Darstellung eines Systems mit vielen AusgangsgréBen gleich der Anzahl von Eigenschwingungen ist.

ONTHUMU3ALINS PEAYLIMUPOBAHHOI' O MPEACTABJIEHUS TEIMJIOBOM CTEHKH

Annoranas—OnucaHue THHEHHON TEMIOBOH CTEHKH C NOMOLUBLIO CHCTEMbI OOBIKHOBEHHbIX AHQdEpEH-
LHAJIbHBIX -YPABHEHUH HEBBLICOKOIO MOPAIKA PAcCMAaTPHBAETCH ¢ NO3ULMHA ONTHMAJLHOIO YNpaBJeHUS
TemnoBbiMK cucTeMaMu. [Tpo6iemMa onTHMHU3a1MM CBA3AHA C PEAYKUMEi NEPEATOYHON MATPHLbI, COOT-
BETCTBYIOLIEH BXOAM M BBIXOJaM, IIPHYEM ONTHMAJIBHOE NPEACTABJICHAE NOYYaeTCs U3 NEpPedaTOYHOM
MaTpHLb:. [Toka3aHo, YTO JUIA 3aJAHHOTO YHCJIA COOCTBEHHBIX MO/ PEXyLUMPOBAHHON CHCTEMBI pa3Mep-
HOCTb MHHMMAJILHOTO MpPeICTaBJICHHs YBEINYMBAETCA C POCTOM YHMCJIA BLIXOAHBIX napameTpos. Hainen
OrpaHM4eHHBIN KJIacC pPEeIyIMPOBAHHBIX MEPENATOYHBIX MHOTOBBIXOJHBIX CHCTEM C Pa3MEPHOCTHIO,
paBHO# yHCITy COBCTBEHHBIX MOA.



