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(Re~u le 10 Juin 1985 et sous forme r&she le 14 Septembre 1985) 

R&n&-En vue d’applications $ la commande optimale de systimes thermiques, on d&it une paroi 
thermique linkaire par un systime diffkrentiel ordinaire de trZs faible dimension, optimisb. L’optimisation 
Porte sur la matrice de transfert approchke associte au systkme pour les entrkes et sorties en cause; la 
reprtsentation d’ttat rkduite en est ensuite dbduite. On montre que pour un nombre don+ de pBles de la 
matrice de transfert rkduite, la dimension minimale de la reprksentation d’ktat associke augmente avec le 
nombre de sorties considkkes. Ce n’est qu’en se restreignant B une certaine classe de matrices de transfert 
rkduites que l’on pcut ttablir, pour un systtme multisortie, une reprksentation d’ttat de dimension &gale au 

nombre de p6les. 

1. INTRODUCTION 

CET ARTICLE se situe dans le cadre d’une ttude plus vaste 
visant la description simplifike du comportement 
dynamique de certains systdmes thermiques-c’est $ 
dire de systkmes dont Mat est un ensemble de 
tempbatures-en vue d’aborder le problkme de la 
commande optimale de tels systtmes. Les systkmes 
envisagts sont constituks par des parois thermiques 
linkaires coupkes par convection ou rayonnement. En 
pratique, de tels sysdmes dkcrivent par exemple un 
bltiment ou certains fours ou ichangeurs. Les 
commandes portent soit sur des termes de couplage 
(dtbits massiques par exemple), soit sur des termes 
sources, soit sur certaines temptratures. Typiquement 
les problkmes de commande optimale que l’on 
rencontre consistent g dtablir l’expression de ces 
grandeurs de commande en fonction du temps (boucle 
ouverte) ou en fonction de certaines sorties du systtme 
(boucle fermie), de manikre g optimiser un critkre de 
fonctionnement plus ou moins complexe. 

D’un point de vue trts gCnCra1, le problkme de la 
commande d’un systtme thermique peut 6tre soumis $ 
deux approches diffkrentes. 

D’une part, des Ctudes thkoriques rigoureuses 
traitent directement du contrBle optimal des Equations 
aux dkrivkes partielles dkrivant les transferts de 
chaleur [l--S]. 

D’autre part, en pratique, lasolution de problkmes de 
commande optimale sur des systkmes reels fait appel $ 
des mkthodes d’approximation, souvent trts lourdes et 
dont les justifications ne sont pas toujours faciles $ 
Btablir [l] : il s’agit par exemple de mkthodes de 
troncature [6, 71 ou, dans les cas linkaires, de 
l’utilisation de fonctions de transfert rationnelles 
approchtes [8,9]. C’est B cette toute dernike catkgorie 
&approximation, limit&e aux cas linkaires, que nous 
nous intkressons dans cet article. 

Si les entrtes et les sorties du systtmes sont les 
vecteurs U(t) et Q(t) respectivement, de transform&es de 

Laplace 6(p) et &,@), la matrice de transfert X”(p) 
caractkrisant le systkme est telle que 

@,(P) = wP)Q4 (1) 

Les p6les de Z(p) dkfinissent les modes propres du 
systkme. Dans le cas d’un systkme $ paramttres 
distributs, X(p) prbente un nombre infini de pbles. 
Rtduire un tel systkme consistera B Ctablir une nouvelle 
matrice de transfert H(p) ne prtsentant qu’un nombre 
fini de p8les choisis de man&e g approcher au mieux 
X(p) [lo, 111.11 est certain que les critbres utilids pour 
cette optimisation dependent du problkme envisagk.. En 
particulier la connaissance du type d’entrbes usuelles 
auxquelles est soumis le systkme ainsi que du domaine 
de frkquence dans lequel nous utilisons la sortie influent 
fortement sur leur dtfinition. 

D’autre part, le choix a priori de la dimension N du 
systtme diffkrentiel ordinaire approchk resultera d’un 
compromis : plus N est faible, plus la description du 
systtme est, en g&&al, erronnie; mais plus Nest faible, 
moins la r&solution du problkme de commande est 
difficile. 

Une fois la matrice de transfert H(p) ttablie, il reste, 
pour etre d m&me de rtsoudre un problkme de 
commande optimale sur le systkme rkduit caractirist 
par H(p), une deuxikme &tape g franchir : il faut 6tablir 
une rkalisation, de prkfkrence minimale [12], du 
systtme. 11 s’agit d’associer B H(p) un syskme 
diffkrentiel du type 

T(t) = AT(t) + lw(t) 

(D(t) = CT(t)+lw(t) 1 
(2) 

oti T(t)est le vecteur d’ktat et p(t) sadkrivbe temporelle. 
A, B, C, D sont des matrices caractkrisant le systhme. 
Une rkalisation de la relation d’entrke-sortie (1) est dite 
minimale si la dimension du vecteur T(t) est la plus 
faible possible. 

Notre int&t spkcifique dans cet article est l’ktab- 
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NOMENCLATURE 

A 

“A 

poles de Z(p). 

diffusivite 

r, r,(r*, rf) 

rapport du maximum de R,(z) au 

resistances du filtre passe-bas 

maximum de B,(z). 

equivalent, dimensionntes 

c(c*) 

(adimensionnees). 

capacitis du filtre passe-bas 
equivalent, dimension&es 

Reti) partie rtelle de p. 

(adimensionnees). 

R,(r), R,(7) 

.F 

reponses percussionnelles du filtre 

rapport du retard de la reponse 

defini par H(p). 

percussionnelle approchee a celui de 
la riponse percussionnelle exacte. 

H(P) matrice de transfert 2 x 2 rationnelle 
approchee 

H,(p), H,(p) elements de H(p) 

=@(P) matrice de transfert 2 x 2 non 
rationnelle caracterisant le systeme 

Zi(p), X,(p) elements de S(p) 
R conductivite de la paroi 

K(P) matrice de transfert 1 x 2 rationnelle 
approchee 

1 Cpaisseur de la paroi 
N dimension de la representation d&tat 

du systtme 

JV distance entre les maxima de R,(r) et 

327). 

@(P) 

i-& 

transform&e de la Laplace du a(t) 

matrice des residus correspondant au 

6(i)(P) 

pole pi dans H(p). 

approximation de &&I). 

9,(z), W,(r) 

e 

reponses percussionnelles du filtre 

temperature adimensionnte, T/AT 
AT 

defini par Z”(p). 

composante de frequence nulle de 

si matrice des risidus correspondant au 

l’tcart en temperature entre les deux 

pole pi dans K(p). 

faces de la paroi 

t 

7 

temps dimensionne 

temps adimensionne, atl-’ 

T temperature 

U(t) vecteur d’entrte adimensionne du 
systtme 

vi(t), U,(t) composantes de U(t) 

O(P) transform&e de la Laplace de U(t) 

; 
coordonnte d’espace, dimensionnee 
= x/l 

zq zeros de &f”,(p). 

Symbols grecs 
vi(t), q,(t) flux de chaleur sur les faces i et e. 

W) vecteur de sortie adimensionne du 
systtme 

Qi(t), m,(t) composantes de Q(t); 

@ice,(t) = lVic,,(t)/EAT 

lissement de representations d’ttat minimale a un 
nombre trb faible de dimensions: Nous limitons a 
priori N a quelques unites. Les methodes de troncature 
et discretisation appliqutes directement aux equations 
d’etat et usuelles en thermique [l, 13-153 ne sont pas 
adapt&es; par contre, une description entree-sortie du 
systeme a rtduire permet de mettre en evidence les 
sorties qui sont importantes pour le probleme de 
commande optimale envisage et d’optimiser precise- 
ment ces sorties au detriment d’autres grandeurs qui 
n’interviendront pas directement dans le problbme de 
commande optimale Nous avons deja aborde ce 
probleme dans un article precedent [ 161: la dimension 
delamatrice de transfert d’une paroi thermiquelintaire 
monodimensionnelle avec conditions aux limites 
mixtes y est reduite a quelques unites par agregation 
lintaire (conservation des premiers pole et zeros) ou par 
diveloppement limitt au voisinage de p = 0. Ces deux 
mtthodes, valables a basse frequence, avaient CtC 
choisies compte tenu des applications qui nous 
interessent a savoir en particulier le batiment soumis 
aux perturbations climatiques fluctuantes [17]. 

Notre propos ici est de voir dans quelle mesure on 
peut ameliorer le systeme reduit, a nombre de 

dimensions N donne, en optimisant le choix des pbles et 
des zeros du systime riduit, plutot que de les deduire 
par les methodes simples ci-dessus. Nous considerons 
le cas dune parois thermique monodimensionnelle 
lineaire avec les temperatures de surface en entree et les 
flux en sortie (Section 2). Le premier probleme consiste 
a determiner, suivant la dimension du vecteur sortie du 
systeme, le nombre de degres de liberte dont on dispose 
pour l’optimisation, a N, nombre de dimension de la 
rialisation minimale correspondante, donnt d priori et 
pour une forme a priori de la matrice de transfert 
approchte (Section 3); en effet on peut envisager 
certains systemes ou les flux sur les deux faces de la 
paroi sont a considerer (sortie ci deux dimensions) et 
d’autres systtmes oti seul le flux sur une face est a 
prendre en compte (sortie d une dimension). On etudiera 
d’abord le cas ou N = 2 (Section 4) puis le cas oti N est 
quelconque (Section 5). Ensuite, ce probleme du 
nombre de degres de liberte de l’optimisation &ant 
resolu, on difinira les criteres d’optimisation qui nous 
ameneront a optimiser les poles en premier lieu (Section 
6) puis les zeros, s’il y a lieu, c’est a dire si le nombre de 
degres de liberte est suffisant pour que ces derniers ne 
soient pas determines par les poles (Section 7). 
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2. RAPPEL SUR LA MATRICE DE TRANSFERT 

D’UNE PAR01 THERMIQUE 

MONODIMENSIONNELLE 

On considere une paroi thermique lineaire mono- 
dimensionnelle d’epaisseur 1, soumise a des conditions 
aux limites de Dirichlet. Les equations d’etat de ce 
systeme sont 

8%(X, t) a&x, t) 
p= 

8x2 dr 

e(o, r) = U,(r), e(l, r) = U,(r). 1 

(3) 

(4) 

On sait que, si 0(X, Z) verifie (3) et (4) pour r = 0, le 
systeme liniaire defini par les equations d’ttat (3), (4) 
peut etre decrit par la relation entree-sortie suivante 

ou oi et 0. sont les transform&es de Laplace 
monolattrales (TL) definies par : 

5 

+CC 
Oi (P) = e -pr (U,(7) - U,(O)) dr. (6) 

(c) 0 CC) CC) 

Les TL &(p) et 6,(p) sont dtfinies de la m&me man&e a 
partir des flux de chaleur adimensionnes sur les deux 
faces i et e de la paroi, Qi(7) et @Jr) (Fig. 2). Les valeurs 
de mi(7) et Be(7) pour 7 = 0 sont consistantes avec 
0(X, 0). On a [l&18] : 

*A) = JdsinhJp (7) 

Hi(P) = - Jpltanh Jp (8) 
Soient & (sEN) les poles de Z,(p) et xi(p), et zq 

(q E N) les zeros de &‘r(p); remarquons, car ce sera utile 
dans la suite lors du choix des poles et des zeros de la 
matrice reduite, que : 

o>z,>p,>zz>pz>z~...>p”>z”+~>p”+~>~~~. 

(9) 

3. REDUCTIONS A UN SYSTEME DIFFERENTIEL 

DE FAIBLE DIMENSION 

On s’interessera ici a deux probltmes de reduction 
distincts. Le premier consiste a approcher les relations 
(5), (7), par une matrice rationnelle H(p) telle que le 
vecteur sortie &(p), d deux dimensions, qui est associe 
par H(p) a une entree quelconque 0(p) appartenant a 
l’ensemble des entrees possibles (vecteur a deux 

w 
I I /. 

FIG. 1. Difinitions des rtsistances et capacitis d’un filtre passe- 
bas symttrique d’ordre 2. 

I e 

@i @e 
•: l 

, 
0 1 X 

FIG. 2. Paroi thermique monodimensionnelle 6tudite. 

dimensions), soit “aussi proche que possible” de @(p) 
donne par (5) et (7). On a G’(p) = H(p) o(p), soit encore 

Le deuxiime problbme de reduction ne considere 
qu’une sortie ci une dimension, le flux sur une des faces. 
Dans ce cas on cherchera done a n’ approximer que &, 
don& par la premiere ligne de (5) a l’aide de : 

Gi=[+Hi, +H,] = K(p)I, (12) 

sans imposer la symttrie prtsente dans (11). En effet 
suivant le probleme pratique envisage, le poids relatifs 
de l’intiret Porte aux deux composantes de la sortie 
$(t) et De(t) peut varier. Par exemple, dans le cas dun 
systeme de stockage par chaleur sensible echangeant 
sur ces deux faces, une approximation satisfaisante 
des deux sorties Qi(t) et m,(t) sera recherchee. Mais 
si la charge et la decharge ont lieu sur la meme face 
et que I’autre face est isolee, il est clair que seule 
I’approximation sur $(t) est a optimiser. 

Nous centrerons, pour cette etude, notre inter& sur 
les systemes reduits a deux poles dont les fonctions de 
transfert intervenant dans (11) ou (12) sont de la forme : 

PlP2 

He = (p-pl)(p_p2)~ Hi = 
;yp”p,,--“;p;. (13) 

1 2 

Les poles p1 et p2 et les paramttres CI et /I, qui 
determinent les zeros z1 et zs de Hi, sont les quatre 
inconnues a definir. La forme donnte a priori a H, et Hi 
dans (13) a 6tB choisie par reference aux cas classiques 
ou se et xi sont riduites par agregation liniaire ou 
developpement limit& [ 163. 

La stabilite du systeme reduit impose : 

Re(p,) < 0, Re(p,) < 0. 

D’autre part, le fait que R,(7) la TL inverse de H,(p), soit 
reelle entraine que : 

soit pl, p2e R, soit p1 = p:. 

Nous reduirons le domaine des valeurs possibles de p1 
et pz A R- car le cas od pi = pf introduit des 
oscillations de R,(r) et R,(t) qui n’existent pas dans les 
rtponses percussionnelles originales, pour lesquelles 
jsER_. 

Concernantleszeros,lefaitque R,(r),laTLinversede 
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21 

Zone de symetrie 
entre 21 et z2 

-8 

-7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 0 

FIG. 3. Domaine de variation autorisk pour zI K z 2 : les zones teintkes en gris sont interdites et la symCtrie 
zI > z2 n’est pas considbrke. Les zones autoriskes sont Q et S de front&e commune z1 = p,. Dans le cas 
particulier de la figure, p1 = - 16, p, = -8. --- courbes equi R,(O); ------ courbes equi o. Courbe 
p = t-gal&t des coefficients de eP” et eP2’ (les pBles et Ies zitros forment une division harmonique). Point Q = 

filtre passe-bas s~~t~que (p1 = - 16, p2 = -8). 

Hi(p), soit rkelle entraine que si pl, p2 E R- : 

soit zl, Z~E R, soit z1 = zf. 

On montre que les valeurs des deux rbsidus associks $ 
p1 et pZ dans I’expression de R,(T) varient strictement 
dans les mBmes domaines que l’on considkre zl, zZ E R 
ou z1 = zs. On se limitera done, comme dans la matrice 
de transfert originale, 3 zl, z2 E R. 

De plus, pour t strictement positif, on s’imposera iii(t) 
rkelle positive comme dans le filtre thermique original. 
Ceci entraine que rkcessairement 

soit pl~z,~p,~z,; zone Q 

soit Zl < Pl < P2 < =2 

1 
zone S. 

z,+z,‘P,+P, 

Nous limiterons done finalement le domaine de 
variation de z, et z2 A ces dew zones, Q et S, indiqutes 
sur la Fig. 3. Ceci permettra en particulier de situer 
I’approximation par agrkgation linbaire qui d’aprts (8) 
et (9) appartient la zone Q. Par contre ceci exclut les 
d~veloppements limit&s qui introduisent des zCros 
complexes conjugds. 

4. REALISATION SYMETRIQUE A DEUX POLES 
ET DEUX DIMENSIONS D’UNE PAR01 
THERMIQUE MONODIMENSIONNELLE 

Nous montrons dans ce paragraphe que pour que la 
rtalisation minimale de H, et Hi dkfinies par (13)dans le 
cas d’un systsme symktrique (11) ne prksente que deux 
dimensions, il faut que les zCros de Hi soient d&finis $ 

partir des pbles par des expressions que nous 
prkiserons. Nous montrons de plus que si ces 
expressions sont vkrifikes et si les p6les sont reels et 
nkgatifs, la rkalisation minimale de H, et Wi est 
Cquivalente ii un filtre passe-bas symktrique tel que 
dkfini sur la Fig. 1. 

Faisons done I’hypoth&e qu’il existe, associke B (1 I), 
(131, une reprksentation d’ktat B deux dimensions de la 
forme : 

oh le vecteur 0 est le vecteur d’6tat A deux dimensions ; 
A, B, C, D sont des matrices carrkes 2 x 2. 

Compte tenu de l’hypothtke sur H, et Hi faite en (13), 
les valeurs propres de A sont p1 et pZ. 11 existe done une 
matrice Q (IIQ/ = 1) telle que 

(W 

Par transformation de Laplace de (14), elimination de B 
et utilisation de (15), on obtient, en posant CQ-’ = %?, 
QB=@, 

rn=(%?(pr-9)-'z?if+D)O. 116) 

Pour que (14) soit une reprksentation de (11) (13), il faut 

que 

Soulignons que tout changement de base, norm& ou 
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non, pour le vecteur d&tat 8, on peut Bcrire (14) dans la base oi D et V sont 

e + e* = we, (18) 
diagonales : 

laisse invariante la relation (17) et done que (17) dbfinit Pl +Pz Pz-Pl 

(14) a un changement de base pk. fj* = 
2 2 

i 1 ey 

Posons : p2-p1 p1+p2 0:. 
2 2 

(19) 
-2P1 O 

@= Pz-Pl 

(20) 

[ 1 -2P1 

e*- 

o- 

Pz-Pl 

(21) 

L’identification de la premiere ligne de (17) seule, (en 
l’absence de symetrie) entraine : 

a = d, 

czb, = (B+~P~-PI)Pz~~-PI) 

clbl = (B+uP~-PPI)PI/~-~2) 

(22) 

d2 = 0 

c,b, = -c&4 = PIPZAP, -PZ). 
(23) 

On voit que ces six relations permettent, pour CI, B,pl, 
p2 donnbs quelconques, de dtfinir les produits c,b,, 
c,b,, c,b,, c,b, ainsi que d, et d2. Done on peut 
effectivement approximer la relation entree-sortie non 
symttrique (5’)par des fonctions de transfert de la forme 
(13) quelconques, et le systeme differentiel correspon- 
dant de dimensions minimales est d’ordre 2. 

Si on impose de plus que les relations de symetrie 
(identification de la deuxitme ligne de (17)) soient 
verifiees, l’examen des equations montre qu’il n’existe 
une representation d’ordre 2 que si les donnees 
verifient : 

2PI - 2P: 
a=-, /?=-. (24925) 

Pz-Pl Pz-Pl 

Si on introduit les zeros z1 et z2 de Hi, (24) et (25) 
s’tcrivent encore : 

P2 0 ui - 

[ Ill 0 Pz u, 

-2P1 o 

Pz-Pl 

-2P1 

Ii 

u. 

o- 

P2-Pl 

(29) 

Si p1 et p2 sont reels negatifs et si p1 c p2, on peut 
poser 

p1 = _(hoyy$ et P2 = _!$ (30) 

h,,>O, h,,>O, c>o. 

Les equations (29), (30) sont les equations adimension- 
n&es d’un filtre passe-bas symetrique (Fig. 1) oi : 

et dont la resistance et la capacite totales sont 
respectivement les memes que pour la paroi thermique 
initiale. 

On a done montrt que pour qu’il existe une equation 
d’itat a deux dimensions associte a la relation entrke- 
sortie symdtrique (1 l), (13), il faut que les zeros soient 
fonctions des poles suivant la relation (26) et que, de 
plus si p1 < p2 < 0, cette equation &&at est celle dun 
filtre passe-bas symttrique (Fig. 1). Les deux seules 
inconnues definissant ce filtre dans ce cas sont les poles 
p1 et p2 sur lesquels portera done l’optimisation. 
Notons que les quatres grandeurs (PI, p2, zr, z,), relibes 
par (26) verifient l’inegalitk caracteristique de la zone Q 
de la Fig. 3 et, qui plus est, constituent une division 
harmonique. 

PIT cf.P~-P2)2+P:11’2 . (26) 
5. REALISATIONS MINIMALES DES MATRICES 

DE TRANSFERT A k POLES. H(p) ET K(p) 
On voit done que si l’on cherche une realisation 
minimale d’ordre deux associke aux relations (1 l), (13), Dans ce paragraphe, nous traitons maintenant le 

la symttrie du systime impose de d6finir les zeros de Hi probEme de la rkalisation minimale des matrices H(p), 

B partir des poles du systtme par la relation (26). dkfinie par (1 l), (13) ou K(p), dtfinie par (12) (13) par une 

De plus, la symttrie entraine que : mkthode qui permet l’extension de nos rtsultats B des 
fonctions de transfert g k poles et k zeros : 

D= (27) 

et que 

g=(;; ,-$, %=%a-‘. (28) 

Par changement de base (18) pour le vecteur d&tat 6, 
Dbveloppons les matrices de transfert correspon- 

dantes Hk(p) en elements simples &(i = 1,. .., k) et 
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K’(p) en elements simples Si(i = 1,. . . , k). Les R, sont 6. OPTIMISATION DE LA LOCALISATION DES 
des matrices 2 x 2 et les Si des matrices 1 x 2. POLES DU SYSTEME REDUIT 

On sait [ 191 qu’en general si une matrice I? x m, Ri, est 
de rang ri, on peut la factoriser de la maniere suivante : 

Ri = CiBi, 

od Ci est une matrice n x ri et Bi une matrice ri x m. De 
plus on peut montrer [ 19,201 que si les matrices Ri sont 
les rtsidus dune matrice de tranfert H(p), a k poles, une 
rtalisation minimale de H(p), de la forme (14) est 
obtenue en posant : 

Pour l’optimisation de H, comme celle de Hi nous 
utilisons, comme critere, des distances entre leurs TL 
inverses R,(r) ou R,(r) et les rtponses percusionnelles a 
approximer W,(r) ou a,(r) TL inverses de Z, ou tii, 
pour des temps r adimensionnts faibles : 

t 5 0.2. (34) 

Nous nous limitons aux temps faibles parceque W,(Z) 
et W,(7) tendent vers zero pour les temps tlevb dune 
part et que d’autre part nous avons deja assure par la 
normalisation des equations (13) que 

5 

m 
m R,(r) dr = - R,(7) dz = l(H,(O) = -H,(O)) 

0 s 0 

de meme que d’aprb (7) 

s 
m W,(r) dr = - m W,(7) dz = 1. 
0 5 0 

(Remarquons que R,(t) et wi(t), positives pour t 
strictement positif, presentent des singularites nega- 
tives en t = 0, ce qui expliquent les relations integrales 
ci dessus). 

k 

C = [C, CZ.. . C,], matrice II x C r, 
i=l 

rhi 
*2 

B= . /:I , matrice (32) 

A = matrice de dimension 1 ri x 1 r, 
(i=*l > (iI )I 

Dans le cas (1 l), (13) od n = 2, m = 2 les matrices Ri 
sont en general de rang 2 a moins qu’une relation entre 
poles et zeros n’annule les determinants ]]lTi]] des 
residus. Par consequent C, et B, sont Bgalement de rang 
2 et C et B done des matrices 2 x 2k et 2k x 2 
respectivement. A sera alors une matrice 2k x 2k. Done 

si Pon cherche d rbduire le systPme (5) sous 
uneforme symetrique quelconque d k pbles 
et k Z&OS du m&me type que (1 I), (13) le 
systPme d’dquations diff&entielles cor- 
respondant est d’ordre 2k. 

Par contre, si on ne s’inttresse qu’a une seule 
composante de la sortie de la paroi thermique et qu’on 
cherche done a realiser (12), (13) le rang des residus si est 
Cvidemment 1 et if en est de meme des matrices Ci et B, 
de factorisation. Par consequent C est une matrice 
1 x k ainsi que BT. A est une matrice k x k. On a done 
dans ce cas, sans aucune hypothtse a priori sur les poles 
et les zeros du systtmes rtduit, obtenu une realisation 
minimale d’ordre k. 

Dans le cas symetrique, la reduction du systeme a 
l’ordre k impose les relations a priori 

II~III = 0, IIW = 0. (33) 

On vtrifie pour k = 2 que la resolution des equations 
(33) conduit a la meme relation (26) entre poles et zeros 
que celle obtenue au Section 4. 

Toujours pour k = 2, cas auquel nous nous limit- 
ons dans la suite, ces resultats nous permettent, pour 
une rtalisation minimale d’ordre 2, de hitrarchiser 
l’optimisation des poles et des zeros de H(p) et K(p). En 
effet, l’optimisation des poles entraine celle de H,(p) 
dans H(p) et K(p), et de Hi(p) dans H(p). Si de plus on 
optimise les zeros au lieu de leur imposer la relation (26), 
on optimise Hi(p) dans K(p). 

W,(7) a l’allure montree sur la Fig. 4 et prbente un 
maximum 

Mc(7M) 5% 5,9 

pour 7y N 0,09. 

R,(7) prbente par definition [cf. (13)] un maximum 

pour 

A,(zA) = &k-_ Wr* - ePzr* ) 
Pl -Pz 

1 
TA =-log& 

Pt-Pz Pl 

Une bonne approximation de W,(7) & temps faibles 
consistera a bien situer le maximum. On pourra 
s’attacher 

l soit a la position de l’abscisse: crithe rA/rM = F 
voisin de 1 

l soit a la valeur de l’ordonnee: critere Ae(7,JMe(7M) 
= A voisin de 1 

T Re CT) Re CT> 

FIG. 4. Allure des courbes W,(r) (traits pleins et R,(r) (traits 
discontinus). 
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PI * 

-10 - 

-40 - 

P2 
I l 

-20 -15 _I0 -8 -6 

F1~.5.Optimisationdep, < pz i O:comportementdeR,(z).Courbesdeniveau:------A;---~;- 
NY; ----- C* = 0,5. Points: @ passe-bas symbtrique r t = r* = l/3, C* = l/2; @ passe-bas symitrique 
rz = %I* = 4, C* = l/2; @ passe-bas symttrique obtenu par agrbgation lintaire; @ zone optimale (PI = 

- 18, pz = - 10). 

0 soit a la distance entre les deux maxima : 

critbreM = (1-6)*+(1-A)* minimum. 

On voit sur la Fig. 5 que lorsqu’on augmente .T 
jusqu’a une valeur voisine de 1 c’est au detriment de A 
(pour T z 1, 0,s 5 A 5 0,7) et reciproquement (pour 
A z 1,0,55 5 %? 5 0,7). Le parametre determinant qui 
permet de privilegier A ou T est (p , +pJ comme on le 
voit sur la Fig. 5. L’allure de R,(z) pour ces cas extremes 
est donnee sur la Fig. 4.11s correspondent a des normes 
du meme ordre non minimisees. On constate (Fig. 5) 
qu’on peut rbduire cette derniere en se situant entre ces 
deux cas extremes et en diminuant (pz -pl). La Fig. 5 
montre qu’ence qui concerne w,(t) la region optimale se 
situe grosso-modo entre les bornes suivantes 

-346p1+pz6-24 

0 S p2-p1 6 10. 
(35) 

Notons que l’on n’a pas inter&t pour des raisons 
numiriques a s’approcher trop pret de la limite p2 = p1 
(l’igalite est exclue dans la position du problime) car on 
tend H dicrire R,(z) par la difference de deux termes 
voisins tres grands. 

Quelques points particulierement inttressants ont 
Cti indiquis sue la Fig. 5. Les point @ et @ 
correspondent aux schemas usuels de reduction passe- 
bas symetrique. En introduisant les resistances 
adimensionnies r* = &/l et capacites adimensionnts 
C* = C x a/El on peut caractiriser ces points par : 

@rt=r*=+, c*=t 

@ rt = +r* = $, C* = 4. 

Ces deux points conservent la capacite du filtre a 
approximer, de m&me que (Fig. 5) l’ensemble des points 
verifiant C* = 4, c’est P dire 

C* = 2pr 
P2(P2 -PA 

= 45. (36) 

On voit que le point @ donne une meilleure 
approximation de 9?,(r) que le point 0. 

Le point 0, qui ne verifie pas la propriett (36), 
correspond a l’approximation par agregation lineaire 
(conservation des deux premiers poles); il a de 
mauvaises performances en ce qui concerne JV et T’. 

Pour preciser l’optimisation de p1 et p2 dans le cas 
symetrique, on doit maintenant examiner l’incidence de 
p1 et p2 sur R,(T). La courbe Se,(z) i approcher decroit 
tres rapidement de + co a N 9,5 lorsque 7 croit de O+ a 
0,l. Une bonne approximation de Wi(7) g temps faible 
maximisera Ri(O+) et situera 

Ri(O, 1) 
d=7(i- 

au voisinage de 1. 
On voit sur la Fig. 6 que la region optimale definie 

pour 9,(t) doit se restreindre autour du point @ pour 
satisfaire au mieux les criteres sur 9&(z): ceci 
correspond a p1 g -18, p2 z - 10. Le point @ (pr = 
- 18, p2 = - 10) est caracterist par 

C* = 0,45 et r* = p2/p, = 0,55. 

11 est globalement meilleur que le point Q pour les 
temps faibles, sauf en ce qui concerne le critere T = 1. 
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PI A 

-lO- 

X0 

p2 
& 

-20 -15 -10 -6 

FIG. 6. Optimisation de p1 -c p2 < 0: comportement de R,(z). Courbes : ----courbes equi 4; Lcourbes 
equi R,(O). Points @-@ : voir Fig. 5. 

7. OPTIMISATION DE LA POSITION DES ZEROS 

DANS LE CAS NON SVMETRIQUE 

point 0, la diffkrence des rksultats avec le point @ (pl 
= - 18, pZ = - 10) &ant faible en ce qui concerne les 
positions optimales de zi et z2. 

Nous allons maintenant considtrer le cas non 
symttrique od les zeros ne sont pas reliks aux p8les par 
la relation (26) et od, B p6les et done & H, don&, on 
peut optimiser Hi en jouant indkpendamment sur les 
zCros. 

On a utilisk pour l’optimisation de Hi les m&mes 
critkres 6 et Ri(O+) que dans le cas symbtrique. On 
constate sur la Fig. 3 que pour 

zi <zz <o, 

On remarque que Hi est beaucoup plus sensible B la on a intht $ augmenter z1 jusqu’au voisinage de la 
variation des ztros que des pbles, lorsque ceux-ci sont limitez, = pz,d’unepartet qued’autrepart,gz, don&, 
maintenus dans la region d’optimisation de H, tandis la dkcroissance de z2 fait passer d’une approximation 
que l’on fait varier z, et z2 dans les zones Q et S acceptable (point I) pour 7 compris entre 0 et 0,l 1 des 
autorides. On a done fixi: ici p1 = - 16, p2 = - 8, ce qui approximation de moins et moins bonnes, surtout dans 
correspond B l’approximation symhique classique du le domaine 0 < 7 < 0,05 (points II et III) comme le 

75 
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50 

I 

\ 

\ 
: 

“\\: \ 

25 1 
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===c>>, $1 
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FIG.~.R~(~)~~~~~~~~~~~~~I-IV,~:---II;-------II;-----III;------IV;-- + ~ + --O; 
-se,(?). 
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FIG. 8. Reponse a une entree en creneau de largeur T = 0,05 et de hauteur l/O,05 (respectivement de 
largeur T = 0,2 et de hauteur l/0,2): y,(r), rbponse de la paroi thermique -. Y,(T), reponse des filtres ap- 

(2) (2) 
proches. - - - point I ; - + - + - point 2. 

montre la Fig. 7 : 

I zr = -8,7 za = -2,75 

II zi = -8,7 zz = -3,15 

III zr = -8,7 za = -3,80 

On donne igalement, sur la Fig. 7, R,(r) corres- 
pondant au filtre symdtrique @ : on voit que pour les 
temps faibles 

7 6 0,05 

le point I est une bien meilleure approximation que le 
filtre symttrique 0. Par contre pour : 405 6 7 6 0,18 le 
point @ donne une meilleur approximation. Pour r 
grand, le point I est a nouveau nettement meilleur que le 
point 0. Ceci nous amtne ici a confirmer nos crittre sur 
&(r) [d et R,(O+)] par un critere integral. Plus 
precistment nous avons compare les rtponses de la 
paroi rielle, du filtre A deux dimensions non symttrique 
represente par le point I, et du filtre a deux dimensions 
symbtrique reprbsente par le point @ pour deux entrees 
en crbneau d’integrale 1 et de largeur respectives 7 = 

0,05 et 7 = 0,2. Les risultats montris sur les courbes 
de la Fig. 8 confirment que le point I approxime le flux 
Cmis sur une face de la paroi thermique de manitre 
beaucoup plus satisfaisante que le point 0. 

8. CONCLUSION 

Les resultats precedents mettent en evidence que les 
methodes d’agregation lineaire classiques sont assez 
ma1 adaptees a la reduction des systemes thermiques a 
un nombre tres faible de dimensions : ceci est surtout 
sensible sur H, qui decrit la transmission de la chaleur a 
travers la paroi thermique. 

Ces resultats montrent de plus que dans le cas dune 
approximation symetrique concernant les deux 

composantes de la sortie, l’approximation classique 
issue dun schema de discretisation rtduit a deux 
noeuds est relativement bonne bien qu’on puisse 
I’ameliorer en jouant legerement sur les resistances et 
les capacites du filtre passe-bas symetrique : 

C* = 0,45 au lieu de 0,50 

r* = 0,55 au lieu de 0 50 , . 

C’est dans le cas oii l’on ne s’intkresse qu’d une seule 
composante duJlux de sortie (jux sur une seuleface) que 
les gains obtenus par une optimisation sont les plus 
considkables ; on peut en effet envisager de suivre W,(7) 

aux temps faibles de man&e beaucoup plus precise que 
dans le cas symttrique en situant les zeros et les poles 
approximativement de la maniere suivante : 

p1 = -16, zi = -8,7, pz = -8, za = -2,75. 

Ces resultats peuvent s’etendre a d’autres conditions 
aux limites, c’est a dire a d’autres variables d’entree 
(temperatures exterieures ou flux par exemple) et 
Cventuellement d’autres variables de sorties : on doit a 
nouveau proctder a une optimisation semblable a celle 
que nous avons presentee ici pour ces differents cas. 

Dans le prolongement de ce travail, nous 
envisageons l’application de ces mtthodes d’optimis- 
ation avec perte de symttrie pour des systtmes plus 
complexes tels que par exemple une piece d’habitat 
d&rite par un ensemble de parois couplees 
linbairement. 
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OPTIMIZATION OF THE REDUCED REPRESENTATION OF A THERMAL WALL 

Abstract-The description of a linear thermal wall by a very low order set of ordinary differential equations is 
optimized with a view to optimal control ofthermal systems. The optimization problem deals with the reduced 
transfer matrix corresponding to inputs and outputs ofinterest, the optimal reduced state representation being 
deduced from the transfer matrix. For a given number of eigenmodes of the reduced system, the dimension of 
the minimum state representation is shown to increase with the number of considered outputs. A restricted 
class of reduced transfer matrices is defined which allows the dimension of the state representation of a 

multioutput system to be equal to the number of eigenmodes. 

OPTIMIERUNG DER REDUZIERTEN DARSTELLUNG EINER THERMISCHEN WAND 

Zusammenfassung-Die Beschreibung einer linearen thermischen Wand mit einem Satz gewiihnlicher 
Differentialgleichungen von sehr niedriger Ordnung wird im Hinblick auf eine optimale Regelung 
des thermischen Systems optimiert. Das Optimierungsproblem befaDt sich mit der reduzierten 
Ubertragungsmatrix entsprechend den interessierenden Eingangs- und AusgangsgrcBen. Aus der 

Ubertragungsmatrix wird der optimale reduzierte Zustand abgeleitet. Fiir eine vorgegebene Anzahl von 
Eigenschwingungen des reduzierten Systems zeigt sich, da13 die Dimension der Darstellung minimaler 
ZustSnde mit der Zahl der betrachteten Ausgangsgr6Den zunimmt. Es wird eine beschrgnkte Klasse 
reduzierter Ubertragungs-Matrizen definiert, bei welchen es m6glich ist, daB die Dimension der Zustands- 

Darstellung eines Systems mit vielen Ausgangsgri%en gleich der Anzahl von Eigenschwingungen ist. 

OIITAMM3AI@IR PEflYqkiPOBAHHOI-0 l-IPEACTABJIEHWJI TEI-IJIOBOti CTEHKH 

.kIHoTaIW-OIIWaHHe JIlltIekHOi? TcIIJIOBOii CTCHKM C IIOMOIUbIO CIlCTeMbI 06bIKHOBcHHbIX AII++cpeH- 

I,kIa,IbHblx ypaBHcII& IIcBbICOKOrO "OpaAKa paCCMaTpHBaeTCR C IIO3llIIIIii OIITAMaJIbHOrO ynpaBAeHkIa 

TcII,IOBbIMA CIICTcMaM,I.~po6,IeMa OIITAM83aIIllllCBI13aHa CpcAyKIIHe~ IIcpeAaTOYHOi? MaTpIWbI,COOT- 

seTcTayIomei4 sxoAah4 11 BbIxoAaM,npnYeM 0nTnManbIioe npeAcTasneIiae nony9aeTca Ii3 nepenaTo9Hoti 

h4aTpmIb:. IIoKa3aHo,u~o nna 3aAamIoro 4kicnaC06CTBeHHblX ~0ApeAyuIipoaamiofic5WTeMbIpa3Mep- 

HocTb MI4HAManbHoro npeAcraBnemIa ysennqm3aeTcn c poc~0~451cna BbIxoAHblx napaMeTpoB.HalAeH 
OrpaHU'IeHHbIfi K,IaCC peAyI&IpOBaHHbIX IIepeAaTOqHbIX MHOrOBbIXOAHbIX CUCTeM C pa3MepHOCTbI0, 

paBHOiiYEICAyC06CTBeHHbIXMOA. 


